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Лекция № 23

11. Статистическое моделирование

Рассмотренные ранее методы моделирования подразумевали одновариантный анализ, в процессе которого находились выходные параметры или функционалы, экстремальные значения некоторых выходных параметров, их значения в заданный момент времени и т.п. 

Сложнее вычисляются пороговые выходные параметры (предельная нагрузка на несущую конструкцию, максимальная температура или минимальная толщина элемента, при которой объект функционирует правильно, и др.). Для их вычисления часто выполняют одновариантный анализ многократно, последовательно приближаясь к искомому порогу. 

Задача расчета выходных параметров есть по сути задача анализа работы объекта. При решении этой задачи к исходным данным относят векторы внутренних Q и внешних X параметров. Результатом решения является вектор выходных параметров Y. 
Выбор точки (Qk, Xi) в пространстве параметров зависит от целей, которые ставит инженер перед собой на данном этапе и от алгоритмов проектирования. Если будут выбраны номинальные значения внутренних Qном и внешних Xном параметров, то естественно рассчитанный при этом вектор выходных параметров также считать номинальным. При производстве изделий и в процессе их эксплуатации имеются неизбежные отклонения от номинальных значений у параметров X,  Q и, как следствие, несовпадение значений выходных параметров Y с Yном. 


Поэтому удовлетворительный результат расчета при учете только номинальных условий еще не означает успеха в проектировании. Окончательному суждению о качестве проекта должно предшествовать выполнение статистического анализа, при котором получаются сведения о рассеянии выходных параметров относительно номинальных значений.
 Статистический анализ относится к многовариантным видам анализа, так как обычно требует многократного выполнения расчета выходных параметров. Поэтому первая трудность в реализации статистического анализа заключается в больших затратах машинного времени.
 Вторая трудность связана с необходимостью использования в качестве исходных данных информации о разбросе внутренних параметров Q. Получение такой информации часто сопряжено с большими затратами времени и средств и не всегда может быть выполнено в требуемом объеме. Эти затруднения заставляют обращаться к процедурам статистического анализа преимущественно на заключительных итерациях разработки изделия. Анализ всех первоначальных вариантов структуры, оптимизацию объектов вдали от экстремальных точек целесообразно производить без учета статистических свойств параметров. 
Статистический анализ рекомендуется применять только в отношении того варианта проекта, который после детерминированной оптимизации оказался наилучшим в смысле выполнения технического задания. Но статистическое моделирование находит широчайшее применение и в тех случаях, когда точный эксперимент в области сложных систем не всегда возможен. Например, при оценке общих характеристик системы противовоздушной обороны противника, операций флотилии пассажирских кораблей, звена истребителей в процессе воздушного боя и т.д.

Кроме того, статистическое моделирование находит применение при анализе и оценке технических, электронных, механических и электронно-механических систем на этапах их предварительного проектирования, при испытании функционирующих систем с целью, например, расширения их области применения и т.д.

11.1 Метод  наихудшего случая

Простейшим методом определения разброса параметров является метод наихудшего случая; получаемые с его помощью оценки рассеяния выходных параметров сильно завышены. 
Метод наихудшего случая применим, если известны предельно возможные отклонения (хi пред. и  (qк пред   внешних и внутренних параметров хi и qк от своих номинальных значений

 хi ном. и qк ном. Знание законов распределения случайных величин qi или числовых характеристик этих законов здесь не требуется, что является положительной стороной метода. Действительно, в паспортных данных или в справочниках для многих комплектующих изделий указываются именно значения (qi пред, и поэтому применить в данном случае метод наихудшего случая значительно проще, чем вероятностные методы. Целью применения метода наихудшего случая является определение вектора

Yнс  =(y1нс,  y2нс  ,....ymнс)

элементы которого yjнс - наихудшие среди возможных значения выходных параметров, т.е. наименее благоприятные с точки зрения выполнения требований технического задания.

Рассмотрим сущность метода применительно к определению одного выходного параметра y*.

В алгоритм метода, во-первых, должно входить выполнение анализа работы объекта в наихудшем случае - при наихудших значениях Xнс и Qнс параметров X и Q, что даст значение y*нс; во-вторых, в алгоритмах должна быть процедура определения направлений отклонения параметров X и Q от номинальных значений на величины (Xпред и (Qпред, что даст исходные данные Xнс и Qнс для упомянутого анализа работы объекта в наихудшем случае. Эта процедура сводится к выполнению анализа чувствительности выходного параметра y* к изменению внутренних и внешних параметров. Получаемый вектор чувствительности А включает коэффициенты влияния

Аi=(y*/(xi;

   Ак=(y*/(qк
 Собственно в методе наихудшего случая используются только знаки коэффициентов влияния sign(Ai) и sign(Aк). 
В случае, если условие работоспособности имеет вид y* >TT, где ТТ - максимальное значение выходного параметра по ТЗ (техническому заданию), то значения xiнс определяются по формуле:





xi нс=xi ном-sign(Ai) (xi пред.

Если y* < TT, то





xi нс=xi ном + sign(Ai) (xi пред.

Аналогично вычисляются qк нс.

В реальных объектах имеется m выходных параметров, и при анализе чувствительности для них будет определена матрица чувствительности А с элементами Аjк=(yj/(qк   и Аji=(yj/(Xi.  Метод наихудшего случая широко использовали в немашинных методиках проектирования. В САПР этот метод в значительной мере уступил позицию вероятностным методам вследствие следующих своих недостатков.

1. Вероятность возникновения наихудшего случая в реальных условиях крайне мала, из-за этого оценки разброса выходных параметров по этому методу получаются в несколько раз большими, чем, например, по более точным вероятностным методам. Поэтому реализация рекомендаций, вытекающих из расчетов на наихудший случай, приводит к повышению стоимости, габаритам, массам изделий. Многие работоспособные варианты представляются неработоспособными по результатам расчета на наихудший случай.

2. Предельные отклонения (qi пред. известны только на некоторые внутренние параметры, контролируемые заводами-изготовителями комплектующих изделий. Отсутствие сведений о  (qi пред. для части внутренних параметров лишает метод его преимущества - простоты получения исходных данных.

Перечисленные недостатки имеют место только в отношении наихудших случаев по внутренним параметрам Q, что же касается внешних параметров Х, то оценка разброса выходных параметров, происходящего из-за непостоянства внешних параметров, должна производиться именно по методу наихудшего случая. Предельные отклонения ((xк пред.) обязательно указываются в ТЗ на проектирование. 

11.2 Метод статистических испытаний (метод Монте-Карло)

Исходной информацией для статистического анализа по методу Монте-Карло являются числовые характеристики законов распределения внутренних параметров Q и допустимые диапазоны изменения внешних параметров X.

 Результат расчета - числовые характеристики законов распределения выходных параметров Y. 

В подавляющем большинстве случаев проектирования в технике инженеры не имеют в своем распоряжении официально рекомендованных к использованию справочных материалов, в которых бы указывались законы распределения с конкретными значениями числовых характеристик для каждого параметра используемых элементов. Отсутствие исходной статистической информации о параметрах Q обусловлено рядом причин. 

Первая причина связана с большой трудоемкостью экспериментального измерения и статистической обработки результатов измерений для большого числа изделий.

Вторая причина заключается в нестабильности числовых характеристик законов распределения во времени, так как рассеяние параметров возникает из-за нестабильности параметров технологического процесса и непостоянства параметров исходных материалов для изготовления изделий. Причем при переходе от изготовления одной партии деталей к другой, эти параметры претерпевают заметно большие изменения, чем при переходе от изготовления одного экземпляра к изготовлению другого в пределах одной партии. Поэтому статистические сведения, которые можно получить на одной партии изделий и включить в справочники, окажутся некорректными для большинства других партий однотипных деталей. В этих условиях возникает вопрос о принципиальной возможности выполнения статистического анализа вероятностными методами. Несмотря на высказанные трудности, следует считать, что выполнение статистического анализа в целом ряде случаев возможно и целесообразно. (Это, например, случаи проектирования изделий для крупносерийного и массового производства, изделий, к надежности которых предъявляются повышенные требования и т.п.). Можно указать два пути получения исходной информации для статистического анализа вероятностными методами.

Первый путь относится к тем областям техники, где типы и марки комплектующих изделий, из которых составляются проектируемые объекты, мало изменяются в течение продолжительного времени. Тогда инженерная практика позволяет накапливать и обобщать сведения о разбросе параметров таких изделий, в связи с чем опытный инженер способен делать в большинстве случаев оправдывающий прогноз относительно вида закона распределения и относительно численных значений дисперсии параметров. Хотя количественно оценить погрешности статистического анализа в этой ситуации невозможно, статистический анализ дает полезную для проектирования информацию.

Второй путь связан с измерением и статистической обработкой параметров комплектующих изделий. Это накопление статистических сведений производится в рамках формирования информационной базы САПР сотрудниками проектных  подразделений. Получаемые данные вследствие устаревания должны регулярно корректироваться.

Таким образом, для реализации статистического анализа в математическом обеспечении САПР должны быть алгоритмы и программы двух групп: первая группа предназначена для статистической обработки результатов измерений, вторая группа - для выполнения собственного статистического анализа с исходными данными, полученными с помощью программ первой группы. 

Сущность метода статистического моделирования заключается в том, что процесс функционирования сложной системы имитируется при помощи арифметических и логических операций на ЭВМ в той последовательности элементарных актов, которая характерна для моделируемого процесса.

Имитация случайных факторов производится при помощи случайных чисел, формируемых в ЭВМ. Таким образом, в качестве математической модели процесса функционирования сложной системы выступает некоторый алгоритм, реализуемый на ЭВМ, позволяющий по заданным значениям параметров системы и начальным условиям вычислять характеристики, необходимые для решения практических задач. Наличие алгоритма принципиально позволяет не только вычислять конкретные значения интересующих нас характеристик, необходимых для количественного исследования, но проводить также и качественные исследования системы. Метод статистического моделирования с практической точки зрения является, в первую очередь, численным методом. Именно как численный метод он был использован для решения широкого круга задач, связанных с исследованием и расчетом сложных систем.

Центральная идея метода Монте-Карло заключается в следующем. При помощи более или менее подходящей адекватной вероятностной модели точное решение данной задачи интерпретируется либо как вероятность Р некоторого события, либо как математическое ожидание М некоторой случайной величины и затем проводится достаточно большое число N случайных независимых испытаний. Тогда на основании закона больших чисел за приближенное решение данной задачи принимают относительную частоту m/N события в первом случае, или среднее арифметическое                
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(X1+X2+...+XN)       во втором случае.

Основной и, по существу, единственный недостаток метода заключается в его сравнительно медленной сходимости. Погрешность, именно  статистическая, метода Монте-Карло определяется порядка 
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, где С - некоторая постоянная. Отсюда следует, что увеличение точности, скажем, в 10 раз, приводит к увеличению времени решения в 100 раз. По этой причине решение задачи методом Монте-Карло проводится, когда не требуется очень высокая точность результатов (например, допускается погрешность порядка 5-7%).

Порядок скорости сходимости метода можно увеличить только за счет его модификации путем комбинирования с детерминированными методами.

Основное достоинство метода Монте-Карло заключается в том, что его погрешность по порядку не зависит от размерности задачи. Иначе говоря, число испытаний N, которое необходимо провести, чтобы получить решение с заданной точностью, не зависит от размерности решаемой задачи. Для сравнения заметим, что объем вычислений любым детерминированным методом лавинообразно возрастает при увеличении размерности задачи. Именно это “проклятие размерности”  (Беллман) привело к созданию динамического программирования, а также других методов, которые, в сущности, сводятся к сведению решения данной многомерной задачи к последовательному решению многих вспомогательных одномерных задач.

Рассмотрим алгоритм статистического анализаю.

 Схема вычислительного процесса при реализации метода Монте-Карло:


Алгоритм включает N-кратное выполнение анализа работы объекта, в каждом варианте анализа задаются случайные значения внутренним параметрам в соответствии с их законами распределения и фиксируются получающиеся значения выходных параметров, т.е. каждый вариант анализа работы объекта и представляет собой очередное статистическое испытание.

Результаты испытаний обрабатываются с целью получения оценок числовых характеристик распределений выходных параметров и графиков статистических распределений, называемых гистограммами.

Обсудим специфические для статистического анализа по методу Монте-Карло вопросы задания значений параметрам Х и Q в каждом варианте и вопросы обработки результатов испытаний для получения информации о статистических свойствах выходных параметров.

Значения внешних параметров Х должны выбираться, исходя из требований метода наихудшего случая.

Следовательно, статистический анализ должен начинаться с анализа чувствительности выходных параметров к изменениям внешних параметров. Знаки получаемых коэффициентов влияния характеризуют наихудшие режимы по Х для каждого из выходных параметров. Из-за чрезмерных затрат машинного времени, требуемого на полный анализ чувствительности выходных параметров к входным, полный статистический анализ заменяют статистическими испытаниями либо в номинальном по Х режиме, либо в одном-двух из наихудших по Х режимах. Выбор этих режимов находится в компетенции инженера, который в каждой конкретной ситуации имеет те или иные предположения о наиболее опасных в смысле невыполнения ТЗ режимах.

Выработка случайных значений внутренних параметров Q выполняется с помощью специальной электронной приставкой к компьютеру (датчиком случайных чисел) или с помощью специальных алгоритмов. В любом из этих вариантов для генерирования случайных чисел используется аппаратурная (датчик случайных чисел) или алгоритмическая (специальная программа для ЭВМ) модель некоторого случайного процесса, вероятностные характеристики которого известны или могут быть оценены экспериментально. Ранее, до появления ЭВМ, этой цели служили простейшие случайные процессы, такие, как бросание монеты (выпадение герба или решки с вероятностями Р1=Р2=0,5), бросание игральной кости Рi=1/6; i=1,2,3,...,6), извлечение карт из тщательно перетасованной колоды (Рi=1/36; i=1,2,3,...,36), вращения рулетки и т.д. (Отсюда происходит и наименование метода по названию столицы княжества Монако, известного своими игорными домами).

Следует отметить, что программы выработки случайных значений равномерно распределенной в интервале [0,1] величины ( имеются в составе общего программного обеспечения любой современной ЭВМ.

Возможности такой программы можно расширить в направлении выработки значений независимых случайных величин, распределенных по любому закону.

Наибольший интерес представляет нормальный закон распределения. По этому закону распределены параметры многих технических объектов. При статистическом анализе для тех параметров, для которых отсутствуют сведения о законе распределения, часто предполагается именно нормальное распределение.

Обработка результатов анализа

Результаты статистического анализа должны быть представлены в виде гистограмм выходных параметров yi и оценок числовых характеристик их распределений (оценки математического ожидания Мi и среднеквадратичного отклонения
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После выполнения N испытаний Мi и 
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оцениваются по формулам:

Mi  = 
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При постановке задачи статистического анализа важен правильный выбор числа испытаний N; при большом N увеличиваются затраты времени; малые N приводят к недостаточной точности анализа.

При использовании алгоритмических математических моделей главным фактором, определяющим число испытаний N, является машинное время статистического анализа, и количество вариантов N обычно выбирается в пределах 500-2000. В случае более простых аналитических моделей число испытаний N чаще назначают, исходя из точностных соображений.

Сущность метода статистических испытаний поясним на примерах.

В качестве первого примера рассмотрим вычисление площади некоторой фигуры произвольной формы. Остановимся сначала на частном случае решения этой задачи. 


Пусть требуется вычислить площадь фигуры, ограниченной отрезками 0А и 01 на осях прямоугольных координат 0x и 0y, кривой y=f(x) и ординатой 1B (искомая площадь заштрихована), причем будем считать выполненным условием 0 ( f(x) ( 1 для всех х( [0,1].
Пользуясь обычными численными методами для приближенного вычисления искомой площади обычно разбивают отрезок (0,1) на оси x на n равных частей длиной (х=1/n. Искомую площадь представляют в виде суммы площадей n элементарных фигур, площадь каждой из них приближенно заменяя площадью, например, соответствующего прямоугольника. 

(Si=(х ( f(xi),  где хi - некоторая точка на оси 0x внутри i-го интервала и т.д.

Отметим, что такой способ определения площади требует вычисления значений функции f(x) в n точках.

Посмотрим теперь, как решается эта же задача методом Монте-Карло. Пусть мы имеем случайную величину (, равномерно распределенную на отрезке [0,1].Это значит, что вероятность попадания ее возможных значений (i в интервал пропорциональна длине интервала и не зависит от местоположения его на отрезке. [0,1].

Если возможные значения (i  равномерно распределенной случайной величины ( заполняют отрезок [0,1] на оси 0x и возможные значения (i случайной величины ( заполняют тот же отрезок на оси 0y, то пары чисел ((i  , (i ) определяют случайную точку (xi,yi) на плоскости x0y, имеющую равномерное распределение в квадрате (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), который в дальнейшем будем называть единичным квадратом. Это значит, что вероятность попадания (xi,yi) в некоторую область ( пропорциональна площади этой области и не зависит от расположения ее внутри единичного квадрата.

Проведем мысленный эксперимент: внутрь единичного квадрата случайным образом с равномерным распределением бросается точка. Это эквивалентно выборке пары чисел xi и yi, являющихся возможными значениями величин ( и (   соответственно. После N таких испытаний (где N достаточно велико) на плоскости появится N случайно расположенных точек, равномерно распределенных в единичном квадрате. Предположим, что количество точек под кривой y=f(x) равно m, а над кривой N-m. (Точки, попадающие точно на кривую, будем считать находящимися под кривой). Если следовать геометрическим соображениям, ясно, что вероятность Р попадания точки в часть квадрата, находящуюся под кривой y=f(x), равна отношению площади S этой части квадрата к площади всего квадрата. Частота 
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 попадания точки в часть квадрата под кривой y=f(x) при достаточно большом N близка к вероятности Р. Отсюда следует, что в качестве приближенного значения искомой площади можно взять частоту 
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Для решения рассмотренного примера на ЭВМ нет необходимости в воспроизведении всех указанных выше действий. Сущность метода для данного случая состоит в моделировании эксперимента при помощи случайных чисел.

Процедура решения выглядит следующим образом:

1. Выбирается случайное число (i на отрезке [0,1] с равномерным законом распределения (из таблиц случайных чисел или вырабатывается самой машиной с помощью датчика случайных чисел); это случайное число принимается в качестве координаты случайной точки xj на оси 0x.

2. Вычисляется значение рассматриваемой функции f(xj) в точке xj.

3.Вырабатывается следующее случайное число (i+1, принимаемое в качестве координаты точки yj на оси 0y; таким образом xi = (i; yj = (i+1 определяют случайную точку на плоскости внутри единичного квадрата.

4. Количество выработанных таким образом случайных точек (пар случайных чисел) подсчитывается специальным счетчиком, который будем называть счетчиком количества испытаний.

5. Значение функции f(xj) сравнивается со случайным числом (i+1. Если неравенство (i+1( f(xj) выполнено, что соответствует попаданию случайной точки (xj,yj) в часть квадрата под кривой y=f(x) , то результату сравнения присваивается специальный признак (=1, если не выполнено (=0.

6. Полученные значения признака ( прибавляются к содержимому счетчика количества точек под кривой (m).

7. После проведения N таких экспериментов определяется приближенное значение площади под кривой S (
[image: image10.wmf]m
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Рассмотренная процедура не требует запоминания случайных чисел, полученных в результате эксперимента. Запоминаются только  значения m и N. Это немаловажное обстоятельство вообще характерно для реализации метода статистических испытаний на ЭВМ. Точность решения задачи этим методом растет с увеличением количества  испытаний N и при достаточно больших N становится приемлемой с практической точки зрения.
Целесообразно обратить внимание на ряд возможных обобщений.

Во-первых, метод позволяет вычислять площади фигур произвольной формы и любых размеров. Пусть, например, требуется вычислить площадь фигуры S.


Поскольку прямоугольник АВED не является единичным, целесообразно изменить масштаб по осям координат.

X* =
[image: image11.wmf]DB
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    ; 
y* =
[image: image12.wmf]AE
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 Тогда квадрат АВED, будет единичным, а искомая площадь  S=DB ( AE ( S* , где S* - площадь фигуры, выраженная в единицах измерения, соответствующих новым масштабам. 

Величина S*  может быть определена методом статистических испытаний. Процедура решения задачи, в основном, совпадает с рассмотренной выше, за исключением того, что теперь для каждого xj нужно вычислять два значения y1(xj) и y2(xj) ординат точек, лежащих на границе фигуры, и проверять справедливость неравенства: 
y1(xj) ( yj ( y2(xj), причем yj выбирается уже не из отрезка [0,1], а из преобразованного (сдвинутого) единичного отрезка.

Во-вторых, задача вычисления площади является частным случаем более общей задачи интегрального исчисления. В самом деле, площадь S (первый пример) может быть выражена как 

                                                 S =  
[image: image13.wmf]0
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f(x)dx

Поэтому процедура вычисления площади является процедурой вычисления интеграла. Напомним, что здесь 0 ( f(x) ( 1.

Если же условие не выполнено, и пределы интегрирования произвольны, необходимо преобразовать масштабы по осям координат.

Например, пусть требуется вычислить интеграл 
S =   
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f(x)dx,

где максимальное значение f(x) в отрезке [a,b] равно fmax.

Используя замену переменных x=a+(b-a)z и изменение масштаба по оси y, получим




S =   
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 = fmax(b-a)  
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где f* (z)=  
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  f[a+(b-a)z]

Таким образом, рассматривается задача, сводимая к предыдущей.
Попадание случайной величины в заданный интервал. Среднее значение функции от случайной величины.

В дальнейшем будем различать дискретные и непрерывные случайные величины.

Дискретная случайная величина ( может принимать лишь конечное или счетное множество возможных значений Xi. Каждому возможному значению Xi  ставится в соответствие его вероятность Pi

Зависимость вида Pi=Pi(Xi) будем называть законом распределения дискретной случайной величины. При исследовании дискретных случайных величин пользуются также функцией распределения F(X),которая при каждом Х равна вероятности того, что ( < X.






F(X)=P((<X)

Если известен закон распределения Pi=Pi(Xi), всегда можно определить функцию распределения:





F(X)= 
[image: image18.wmf]Xi
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и, наоборот, по заданной функции распределения F(X) можно найти закон распределения.





P(Xi)=F(Xi+1) - F(Xi)

Кроме дискретных случайных величин рассматриваются случайные величины, возможные значения которых сплошь заполняют соответствующие интервалы на числовой оси. Такая случайная величина характеризуется функцией распределения, которая определяется так же, как и для дискретных случайных величин; при каждом x функция распределения 






F(x)=P(( < x)

Во многих случаях функция распределения F(x) оказывается дифференцируемой. 

Если существует производная  f(x)=
[image: image19.wmf]dx
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, то случайная величина ( называется непрерывной, а функция f(x) - функцией плотности вероятностей случайной величины (.

Очевидно, что F(x)= 
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Рассмотрим случайную величину (, возможные значения которой x принадлежат некоторому интервалу на оси 0Х. Закон распределения этой случайной величины задан функцией плотности f(x).

Вычислим вероятность попадания случайной величины внутрь полуинтервала [a,b], целиком лежащей в вышеуказанном интервале на оси ОХ.

Из теории вероятностей известно, что 




Р(a ( ( < b)=    
[image: image21.wmf]ò

b

a

f(x)dx


Для решения этой задачи воспользуемся методом статистических испытаний. 
Легко видеть, что в данном случае применима уже изложенная процедура вычисления интеграла вида       
[image: image22.wmf]f(x)dx
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Рассмотрим другой вариант метода статистических испытаний. Предположим, что в нашем распоряжении имеются случайные числа xi, закон распределения которых описывается функцией плотности f(x).

Поскольку случайные числа xi можно рассматривать как возможные значения случайной величины (, искомая вероятность Р(a ( ( <b), приближенно равна (при достаточно большом числе испытаний N) частоте попадания случайных чисел xi в полуинтервал a ( xi < b





Р (
[image: image23.wmf]m
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где m - количество случайных чисел, удовлетворяющих неравенству 

a ( (<b при N испытаниях. Другими словами, в условиях данной задачи 


[image: image24.wmf]f(x)dx

a

b

m

N

ò

»


Процедура вычисления интеграла на ЭВМ следующая:

1. Из множества случайных чисел с законом распределения, заданным функцией плотности f(x), выбираем значения xi.

2. Xi сравниваем с граничными значениями полуинтервала [a,b). 

Выполнение неравенства a(xi<b отмечаем признаком (=1, невыполнение (=0; 
т.е. (= (+1.

3. К содержимому счетчика количества испытаний добавляем единицу N=N+1.

4. Управление передается снова первой операции.

Проведя N таких испытаний, вычисляем значение частоты 
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N - число запланированных испытаний, 


i - номер очередного испытания
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